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3第 1章
はじめに
1995年に希薄アルカリ原子ガスで Bose-Einstein凝縮 (BEC)が実現されて以来、極低温下での量子凝
縮系の研究は実験・理論の両側面から精力的に行われている。とくに、光学格子上の原子気体は固体物
理に類似した系を再現でき、それをより精密に調べることができる。そのため、固体物性を解明する格
好の場となっている。一方で固体物理と対比できないような系も実現可能であり、本研究の対象である
Bose-Fermi 混合系もそのひとつである。Bose-Fermi 混合系では異なる量子統計性をもつ粒子が混ざる
ことで、新奇な現象や新しい量子相が見られると期待できる。
本研究では、Bose-Fermi混合原子気体を O-diagonal connement(ODC)と呼ばれる手法で補足した
系を考え、その性質を数値シミュレーションにより詳しく調べた。ODCとはどういった手法であるかと、
なぜこれを用いたかは本文中で詳しく説明する。以下、２章で冷却原子気体の実験的背景とこれを記述す
る理論的背景をまとめる。３章では本研究で用いたモデルと数値的手法についてまとめ、４章でその結果
を示す。
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背景
本章ではまず、BECを実現できる（量子現象が顕著に見られる）ほどの冷却原子気体を、実験的にど
う実現するかを紹介する（2.1 節）。また、格子系の研究に必要となる光学格子についても紹介する。次
に、光学格子上における冷却原子気体の基礎となる Hubbard ModelやMott-Superuid転移について式
を交えて解説し (2.2節,2.3節)、実験状況下において必須となる捕捉ポテンシャルの影響も考察する (2.4
節)。そして最後に本研究の要となる ODCについて紹介する (2.5節)。
2.1 冷却原子気体の実験
アルカリ原子気体での BECは、レーザー光学とその実験技術の発展により実現した。近年では BEC
を含め様々な量子凝縮系が冷却原子気体を用いて実現されており、その発展は目覚ましい。本節では、冷
却原子気体の作成に必須となる冷却技術や原子の捕捉技術を概観する。また、格子系の研究に必要となる
光学格子についても紹介する。
2.1.1 原子の捕捉と冷却技術
冷却原子気体の生成では、容器との接触によるエネルギー増加を避けるため、原子気体を真空に捕捉
し、これにレーザーを当て非接触的な冷却を行う。文献 [1]を参考にその典型的な過程を概観する。先に
簡単な流れを紹介したのち、そこに使われる用語や技術の説明を列挙する。
まず第一段階として、約 600K の原子炉から射出されたアルカリ原子のビームをゼーマン減速器に通
し、減速された原子を磁気光学トラップ (MOT)で捕獲する (図 2.1)。ゼーマン減速器によって原子は約
1Kまで冷却され、さらにMOTでは捕獲と同時にドップラー冷却と偏光勾配冷却を用いて 100Kまで
冷却される。しかしまだ BECの実現温度には遠いので、第二段階として原子集団を磁気トラップに移し
替えてから蒸発冷却を行う。ここで原子集団は極低温にまで冷やされ BECが実現する。以上の過程をま
とめると、
1. 原子炉からでた原子をゼーマン減速器に通しMOTで捕獲 (図 2.1)
2. 捕獲した原子をドップラー冷却と偏光勾配冷却にかける
3. 磁気トラップに切り替え蒸発冷却を行う
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図 2.1 典型的な冷却の流れ (第一段階)．
以下ここに出てきた用語や技術を解説する。
●ドップラー冷却 レーザーが原子に及ぼす力として輻射圧がある。これは原子がレーザー光を吸収す
ることによる、原子の運動量変化である。レーザー光の周波数が原子の共鳴周波数に近いとき、原子はそ
のレーザー光を吸収し励起状態になる。励起状態の原子は自然放出を起こし基底状態に戻るので、再び
レーザー光を吸収できる。この過程を繰り返すと、自然放出による反跳運動量は平均してゼロとなるが、
吸収によるレーザー方向の運動量変化は何度も受けるので、原子はその方向に力を感じる。
実際にこの輻射圧を用いて原子を減速 (冷却)する場合、ドップラー効果により原子はその速度に応じた
周波数を感じる。したがって、共鳴周波数を保つためには原子の減速に合わせてレーザーの周波数を変化
させる必要がある。言い換えれば、特定の速度成分をもつ原子だけが対向するレーザー光をよく吸収する
ようにセッティングできる。この性質を考慮して、各空間軸の正負の方向からレーザー光を照射すれば、
原子集団を減速 (冷却)できる。これをドップラー冷却と呼ぶ。
ドップラー冷却には共鳴周波数の自然幅による冷却限界温度が存在し、アルカリ原子におけるその値は数
百 Kである。
●ゼーマン減速器 上記のドップラー冷却は原子の減速に合わせてレーザー光の周波数を変え、共鳴周波
数を保つ方法である。一方、レーザー光の周波数は変えずに、ゼーマン効果により原子の共鳴周波数を空
間的に変える方法もある。これはゼーマン減速法と呼ばれ、ゼーマン減速器の原理である。
●磁気光学トラップ 磁気光学トラップ (MOT)は、6つの円偏光レーザーと四重極磁場による不均一な
磁場を巧みに組み合わせたトラップである (図 2.2)。四重極磁場による磁場はその中心付近で空間座標に
比例するため、原子の磁気副準位もそれに比例して分裂する。例えば、全角運動量 F = 0! F = 1の遷
移をもつ原子を考えると、図 2.3のようになる。ここに正負反対方向から、それぞれ逆向きに円偏光した
レーザー光を照射する。すると、中心から遠ざかる原子だけに、中心へ押し戻す輻射圧を与えることがで
き、原子集団の閉じ込めが実現する。また、輻射圧をもたらすレーザー光にドップラー冷却の効果も含ま
せれば、捕獲と同時に冷却も行うことができる。さらにMOT中では次に述べる偏光勾配冷却のメカニズ
ムも働いており、これによる冷却効果もある。
以上のようにMOTは捕獲と冷却が同時に可能であり、また実験での組み立ても比較的容易であることか
ら、広く用いられているトラップ技術である。
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図 2.2 磁気光学トラップ (MOT)． 図 2.3 MOT中の磁気副準位．
●偏光勾配冷却 偏光勾配冷却では、冷却に用いる遷移の下準位が縮退していると同時に、上準位の全角
運動量が下準位よりも大きいことが必要である。アルカリ原子でこの条件を満たす準位構造は図 2.4のよ
うになる。この準位構造をもつ原子は光学遷移 (m = 1)を引き起こす  円偏光下において、以下 2
つの性質をもつ。
1. + 円偏光下で吸収と放出を繰り返すことにより、原子は g+ の準位に集まり、  円偏光下では
g  の準位に集まる。(光ポンピング現象)。
2. レーザー光との相互作用によるエネルギー変位量は下準位から上準位への遷移強度に比例する。つ
まり、+ 円偏光下では g+ が g  より低いエネルギーをもち、  円偏光下ではその逆になる。*1
上記 2つの性質を利用するため、直交する直線偏光レーザーをそれぞれ逆方向から重ねあわせ、空間的に
変化する偏光状態を作る。この偏光状態の中を進む原子を考えると、原子はポテンシャルの山を少し登っ
たところで、光ポンピングによりもう一方の準位に落とされる。この過程を繰り返すことで原子は減速
(冷却)される (図 2.5)。一般に冷却温度はドップラー冷却温度よりも低くなるが、ここにも反跳シフトに
よる冷却限界温度が存在し、アルカリ原子におけるその値は数 Kである。
図 2.4 F = 1=2! F = 3=2のエネルギー準位と
遷移強度．
図 2.5 空間的に変化する偏光状態における g+、
g  のエネルギー準位と光ポンピング [4]．
*1 このとき、レーザー光の離調は負で考えている
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図 2.6 四重極磁場．
●磁気トラップ MOTにより捕獲、冷却した原子をさらに冷却するには、後述する蒸発冷却を用いる。
その準備として、原子を磁場のみでトラップする磁気トラップに移し替える。
磁気トラップは磁気モーメントをもつ原子と磁場の相互作用 (ゼーマン分裂) を利用するトラップであ
る。*2 空間的に変化する磁場を作れば、その極小点に磁場との相互作用分だけ得をする準位 (jlowi)の原
子を集めることができる。*3 このような磁場を作る代表的な例はMOTでも用いられている四重極磁場
(図 2.6)である。これは原点でゼロ (極小)をとり、線形に空間変化する磁場を作り出す。そのため、その
原点付近に jlowiの原子をトラップできる。
しかし、時間依存する磁場中の原子は磁場がゼロの付近で遷移を起こし、トラップから外れてしまう。こ
の問題を解決する技術としては TOPトラップ (Time-averaged orbiting potential) [3]や Ioe-Prichard
trap [2] がよく用いられる。これらは磁場がゼロでない極小点を作ることができる。
●蒸発冷却 蒸発冷却では、原子集団の平均エネルギーよりも高いエネルギーをもつ原子を選択的にト
ラップから追い出し、残った原子が熱平衡状態になるまで待つ。熱平衡状態になった原子集団はボルツマ
ン分布 (もしくはボーズ分布)でエネルギーの再配置が行われ平均エネルギーが下がので、これを繰り替
えすことで冷却を行う。
前述した磁気トラップでは、ある特定の磁気副準位にいる原子だけが捕捉されていて、これらはゼーマン
効果により調和振動子型のポテンシャルを感じる。原子集団はボルツマン分布しているのでエネルギーの
高い原子ほどポテンシャル中で大きく振動している。そういった原子に対して適当な交流磁場を与えてや
れば、磁気副準位の遷移を誘起してエネルギーの高い原子だけをトラップから追い出すことができる (図
2.7)。
原子間の非弾性散乱 (三体衝突等)もトラップからのロスを引き起こすが、これはエネルギーの再配置を
引き起こす弾性散乱の妨げになる。したがって、蒸発冷却の原理がうまく働くためには、非弾性散乱の
レートよりも弾性散乱のレートが高い必要がある。
*2 ゼーマン分裂のオーダーはボーア磁子～0.67K/T程度であり、実験的に可能な磁場は 1T程度なので、磁気トラップの対象
となる原子は十分に冷却されている必要がある。
*3 自由空間に磁場の極大点を作ることはできない。
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図 2.7 蒸発冷却の原理．
2.1.2 観測方法
冷却原子気体の物理量を観測する方法としては、Time of Flight(TOF) と Phase Contrast Imag-
ing(PCI) が代表的である。TOF では磁気トラップから解放した原子気体を自由落下させ、これに共鳴
レーザーを当てることで空間密度分布を観測する (図 2.8)。トラップされている原子はその熱平衡温度に
対応する速度分布で運動しているが、解放され自由落下する際はその速度分布を保ちながら広がる。つま
り、この広がりを観測することで温度や速度分布を見積もることができる。また、これらの情報から系が
BEC状態であるかどうかも判定が可能である。温度が BECの転移温度より高いとき、その速度分布は
古典的なMaxwell分布になり等方的な広がりを見せる。他方、転移温度より低いときの速度分布は、量
子効果により磁気トラップの異方性を反映するようになる。BEC 状態の判定はこの異方性と系の温度、
中心密度の急激な上昇などを総合して判断する (図 2.9)。TOFは比較的容易な観測方法ではあるが、共
鳴レーザーの吸収を用いるために、破壊的な観測方法である。
一方、PCIは共鳴振動数から十分に離れたレーザー光を原子に当て、その位相変化を測定する観測方法
図 2.8 Time of Flight(TOF)の概念図 [5]．
図 2.9 TOFによる空間密度分布。BECの転移温
度を Tc として、左から T > Tc; T < Tc; T  Tc
の測定結果。Tc 以下で原子は最低エネルギー状態
(調和ポテンシャルの最低振動準位) に凝縮するの
で、トラップ中心の密度が急激に上昇する。
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であり、非破壊的な観測が可能である。これを用いれば、BECのダイナミクスである量子渦生成や臨界
速度、音波励起等の観測が可能である。
2.1.3 光学格子
レーザー光の定在波によって作られる電場の強さは実空間において周期的である。これを原子に照射す
ることで、原子は周期的なポテンシャルを感じる。したがって、複数のレーザー光を重ね合わせれば任意
の空間次元で周期的なポテンシャルを作成できる。これが光学格子であり、実験的に初めて実現されたの
は 1987 年である [6]。光学格子を用いた研究は様々にある。もっともシンプルには周期ポテンシャル中
における原子のバンド構造を調べることである。ここに Fermi原子を用いれば、一般的に観測の難しい
固体結晶中の電子の運動をより精密に実験できる。また、固体物理には見られない Bose-Fermi混合系な
どの研究も可能である。
2.2 節で述べるが光学格子中の原子の運動は Hubbard model を用いてうまく記述できる。Hubbard
modelにでてくるホッピング係数 tや原子間相互作用 U は、光学格子の格子間隔、ポテンシャルの深さ
を実験的に制御することで調節が可能である。よって、光学格子はMott-Superuid転移を代表に強相関
凝縮系の良い実験場となる。また、原子の状態や位置を精密に操作することによる量子情報分野への応用
も進んでいる。
電場中での原子の応答
光学格子の原理の説明に入る前に、その基本となる電場中に置かれた原子の応答について紹介する。
静電場 "の中に置かれた原子は分極を起こし、双極子モーメント
d =  e
X
j
rj (2.1)
をもつようになる。ここで rj は原子が持つ電子一つ一つの位置演算子である。電場 "により誘起された
双極子モーメント dは再び電場 "と相互作用をする。その相互作用エネルギーは
H 0 =  d  " (2.2)
と書ける。
電場があまり大きくなければ、dの期待値は "に比例するはずであり、
hdi = " (2.3)
と書ける。ここで  は分極率である。また、電場 " の微小変化に対するエネルギーの微小変化は
dE =  hdi  d"であるので、ここに (2.3)式を用いれば、電場 "によるエネルギー変化は
E =  1
2
"2 (2.4)
となる。一方、摂動論的にH 0 =  d  "を取り入れることを考える。電場が無いとき、原子の基底状態は
空間反転対称性をもつと考えてよい。すると、基底状態における電子の位置演算子の期待値は対称性から
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図 2.10 二次摂動における２つのプロセス．
ゼロになる。したがって、一次の摂動は存在しない。二次摂動によるエネルギー変化は
E =  
X
e
jhejH 0 jgij2
Ee   Eg
=  
X
e
jhejd  ^ jgij2
Ee   Eg "
2 (2.5)
である。ここで、g は基底状態、eは中間状態、
P
e は可能な中間状態の和を表している。この式を (2.4)
式と見比べれば分極率の表式が求まって、
 = 2
X
e
jhejd  ^ jgij2
Ee   Eg (2.6)
となる。
次に、時間依存する電場 "(r; t) = "we iwt + " weiwt を考える。電場は実数なので "w = " w という
条件がつく。先ほどと同様に電場 "(r; t)による摂動を考える。二次の摂動に寄与する遷移はエネルギー
~w の光子を吸収し励起したのち、 ~w の光子を放出する過程、もしくはその逆の過程がある (図 2.10)。
これを考慮すると二次摂動によるエネルギー変化は
Eg =
X
e
hejd  "w jgi 1
Eg   Ee + ~w hgjd  " w jei+ hejd  " w jgi
1
Eg   Ee   ~w hgjd  "w jei
=
X
e
jhejd  ^ jgij2

1
Eg   Ee   ~w +
1
Eg   Ee + ~w

j"wj2
=  1
2
(w)


"(r; t)2

t
(2.7)
となる。最後の式変形では、


"(r; t)2

t
= 2j"wj2 と、以下で定義される動的分極率 (w)を用いた。
(w) =
X
e
jhejd  ^ jgij2

1
Eg   Ee   ~w +
1
Eg   Ee + ~w

j"wj
=
X
e
2 (Ee   Eg) jhejd  ^ jgij2
(Ee   Eg)2   (~w)2
(2.8)
ここでの議論では、励起状態が無限に長い寿命をもつと暗に仮定していた。しかし実際には、励起状態に
ある原子は自然放出により有限の寿命をもつ。寿命の効果を取り入れた議論は、エネルギーの虚数成分を
考慮することで取り扱えるが、、摂動の電場が十分に小さいときにはその効果が無視できる。
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光学格子の生成
ここまで議論したことから、原子は電場 "(r; t)によりポテンシャル
V =  1
2
(w)


"(r; t)2

t
(2.9)
を感じる。光学格子を生成するには


"(r; t)2

t
が空間的に周期的であればよい。簡単のため 1次元光学
格子の生成を考える。この場合、もっとも単純な方法は、同じ振動数 w のレーザー光を２つ正負反対方
向から原子に照射し、干渉させることである。２つのレーザー光の電場ベクトルがｚ方向に偏光している
とすればこの電場は
"z = "0 cos (qx  wt) + "0 cos ( qx  wt)
= 2"0 cos (qx) cos (wt) (2.10)
と書ける。これを 2乗して時間平均をとれば、
h"2zit = 2"20 cos2 (qx  wt)
= "20 (cos (2qx) + 1) (2.11)
となる。ここで時間平均は振動の周期より十分長くとり、


cos2 (wt)

t
= 1=2 であることを用いた。
(2.11)式を (2.9)式に代入し、空間依存性のある項だけを書けば、
V =
V0
2
cos

2
d
x

(2.12)
である。こうして、波長  = 2=q のレーザー光を用いて、格子間隔 d = =q = =2、ポテンシャルの深
さ V0 = 2(w)"20 の一次元光学格子を実現できる。格子間隔やポテンシャルの深さは照射するレーザー光
の波長や振幅を変えることで調節可能である。同様に、三次元単純立方格子は 6つのレーザー光を x; y; z
軸それぞれの正負反対方向から照射することで、
V (x; y; z) =
V0
2
fcos (2qx) + cos (2qy) + cos (2qz)g (2.13)
と生成できる。
また、波数や振動数の異なるレーザー光を複数用いれば、三角格子やハニカム格子等の複雑な格子や時
間変化する流動的な格子も作成可能である。
2.2 光学格子上の原子系と Hubbard model
2.2.1 Bose Hubbard model
固体物理学において、Hubbard model は周期ポテンシャル中の多電子系を記述する有効モデルとし
てよく用いられる。同様に、光学格子による周期ポテンシャル中の Bose 原子系は Bose Hubbard(BH)
modelによりうまく記述できる。本節では、これの導出をまとめる。
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光学格子による周期ポテンシャル Vo(ri)中で、二体相互作用する N 個の Bose粒子を考える。
H^ =
NX
i=1

  ~
2
2m
r2i + Vo(ri)

+
X
i<j
U(ri; rj) (2.14)
このハミルトニアンに含まれる一粒子ハミルトニアン
h^ =

  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

(2.15)
の固有関数が分かれば、N粒子系のハミルトニアン (2.14)式を第二量子化により記述できる。よく知ら
れているように、一粒子ハミルトニアン (2.15)式の固有関数はブロッホ関数 'k(r)で与えられる。ここ
で、kは第一ブリルアンゾーン内で定義される波数である。
ブロッホ関数 'k(r)は量子数 k で指定され、空間的に広がりをもった関数になっている。一方で、こ
れの Fourier変換で定義されるワニエ関数 wi(r)は格子点 Ri に強く局在した関数となっている。*1 一
粒子状態 wi(r)の生成消滅演算子を b^yi , b^i と書き、これらを用いて場の演算子を書けば、8>><>>:
 ^(r) =
X
i
b^iwi(r) (2.16a)
 ^y(r) =
X
i
b^yiw

i (r) (2.16b)
となる。場の演算子を用いて第二量子化を施せば、ハミルトニアン (2.14)式を生成消滅演算子で書き下
せる。
H^ =
Z
dr ^y(r)

 r
2
2m
+ Vo(r)

 ^(r)
+
Z
drdr0 ^y(r) ^y(r0)U(r; r0) ^(r0) ^(r)
=
X
i
ib^
y
i b^i  
X
i;j
tij b^
y
i b^j +
X
i;j;k;l
Uijklb^
y
i b^
y
j b^k b^l (2.17)
それぞれの係数は 8>>>>>>><>>>>>>>:
i =
Z
drdr0wi (r)

  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

wi(r) (2.18a)
tij =  
Z
drdr0wi (r)

  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

wj(r) (2.18b)
Uijkl =
Z
drdr0wi (r)w

j (r)U(r; r
0)wk(r)wl(r) (2.18c)
と定義した。
ここで、ワニエ関数 wi(r)は格子点 Ri に局在した関数なので、tij で寄与が大きいのは iと j が隣り
合った格子点の時である。相互作用 Uijkl に関しては、短距離相互作用を考えオンサイトの寄与だけを採
*1 ブロッホ関数とワニエ関数については付録 Aにまとめた
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用する。また、i の項は系の粒子数が固定されていれば、定数であるので無視する。すると式 (2.17)は
簡略化されて、
H^ =  
X
<i;j>
tij b^
y
i b^j +
U
2
X
i
n^i(n^i   1) (2.19)
と書ける。一般的にはこの形が、強結合近似での BH model として広く用いられている。ここで、
n^i = b^ib^
y
i は Bosonの数演算子、U = 4~2as=mは散乱長 as を用いて表されたオンサイト相互作用であ
る。(2.19)式から N^ を差し引いたグランドカノニカル分布でのハミルトニアンも示しておくと、
K^ =  
X
<i;j>
tij b^
y
i b^j +
U
2
X
i
n^i(n^i   1)  
X
i
n^i (2.20)
である。
2.2.2 Bose-Fermi Hubbard model
上記と同様の議論から、光学格子中に Bose 原子と Fermi 原子を混ぜた系は Bose-Fermi Hubbard
model で記述できる。2.1 節で紹介したように、実験においては磁気トラップにより原子を一定空間に
捕捉するため、原子の磁気モーメントは偏極していると考えられる。よって、ここではスピンレスの
Fermionを考える。この場合の第二量子化されたハミルトニアンは H^ = H^b + H^f + H^int として、
H^ =
Z
dr ^y

  r
2
2m
+ Vo(r)

 ^ (2.21)
H^int =
Z
dr
h
gbf  ^
y
b  ^b ^
y
f  ^f +
gbb
2
 ^yb  ^
y
b  ^b ^b
i
(2.22)
と書ける。ここで、 = f; b とした。gbf = 2~2abf=, gbb = 4~2as=m はそれぞれ Bose-Fermi
間、Bose-Bose間のオンサイト相互作用であり散乱長 f、s で特徴付けられる。また、は Bosonと
Fermionの換算質量である。
Boson、Fermionそれぞれのワニエ関数 wi(r),i(r)と生成消滅演算子 b^i,f^i を用いれば場の演算子は8>><>>:
 ^b(r) =
X
i
b^iwi(r) (2.23a)
 ^f (r) =
X
i
f^ii(r) (2.23b)
と書ける。これを用いて、強結合近似でハミルトニアンを書き直せば、
H^ =  
X
<i;j>

tbij b^
y
i b^j   tfij f^yi f^j

+ Ubb
X
i
b^yi b^i + Ubf
X
i
f^yi f^i (2.24)
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となり、Bose-Fermi Hubbard modelが導き出せた。用いた記号の定義を列挙すると8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
tbij =  
Z
drdr0wi (r)

  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

wj(r) (2.25a)
tfij =  
Z
drdr0i (r)

  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

j(r) (2.25b)
Ubb =
Z
drgbbjwi(r)j4 (2.25c)
Ubf =
Z
drgbf ji(r)j4 (2.25d)
2.3 Mott状態
2.3.1 Bose系のMott状態
固体中において、電子間のクーロン斥力が原因でMott絶縁体相が存在することは広く知られている。
これと同様に、光学格子中の原子も小さなエネルギー変化に対して応答を示さないMott相が存在する。
とくに Bose原子の場合、光学格子中の全サイトに整数個 ()ずつ原子が詰まり、サイト間の相関がなく
なる。この Mott相は式 (2.19)に現れるホッピングパラメータ tやオンサイト相互作用 U、さらに化学
ポテンシャル によって特徴付けられる。以下、平均場近似を用いてその性質をみていく。
BEC状態が実現している十分低温の領域についてグランドカノニカル分布で考える。強結合近似を施
した BHハミルトニアン (2.20)式、
K^ =  t
X
<i;j>
b^yi b^j   
X
i
n^i +
U
2
X
i
n^i (n^i   1) (2.26)
を用い、スピン系での平均場近似とのアナロジーで議論を進める。スピン系では磁化が秩序変数である
が、Bose系でこれに対応する量は < b^i >である。< b^i >が有限であることは系が BEC状態であること
を示唆する。今、外部ポテンシャルなどは考えず一様系を対象としているので、< b^i >はサイトに依ら
ないと仮定し、< b^i >  と定義する。サイト i周りのホッピング効果をこの  で置き換えれば (2.26)
式の第一項は、
 tz 

b^yi + b^i

(2.27)
となる。ここで z は次近接サイトの数である。
スピン系では、あるサイト iのスピンが平均化された周りのスピンから受ける効果を内部磁場として表
現する。ここでも同様の量をスカラー場 F  tz として導入する。
ある一つのサイトの粒子数を  として、そのエネルギーを考える。もし、スカラー場 F = 0であれば、
K =
U
2
 (   1)   (2.28)
である。一方、小さいが有限の F が加わったときの系の応答は
< b^yi + b^i >= F (2.29)
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と書ける。ここで  は応答係数である。F の微小変化に対するエネルギーの微小変化は dE =   <
b^yi + b^i > dF なので、エネルギー変化量 E は
E =  1
2
F 2 (2.30)
である。また、< b^yi + b^i >= 2 、F = tz であることを用いれば、(2.29) 式から自己無撞着な方程式
2 = tz が導き出せる。ここから  を消去すれば、

tz
2
= 1 (2.31)
応答係数  を求めるために、H^ 0 =  F

b^yi + b^i

として、これを摂動的に取り入れることを考える。
一次の摂動は非摂動ハミルトニアンの基底状態となっていないので存在しない。二次の摂動は
E =  
X
n
jhnj H^ 0 j0ij2
En   E0
=  
X
n
jhnj

b^yi + b^i

j0ij2
En   E0 F
2 (2.32)
である。ここで、
P
n は可能な中間状態の和、En は中間状態のエネルギーである。これと (2.30)式を比
べれば、
 = 2
X
n
jhnj

b^yi + b^i

j0ij2
En   E0
= 2
X
n
jh0j

b^yi + b^i

jij2
K  K0 (2.33)
となる。2行目の式変形では、粒子数  の状態を基底状態とし、0 を中間状態とした。また、これらのエ
ネルギーK は (2.28)式で与えられる。中間状態としては、0 =   1が可能なので、
 = 2

 + 1
U    +

  (   1)U

(2.34)
となり、が求まる。これを (2.31)式に代入すれば、
zt =
fU   g f  (   1)Ug
+ U
(2.35)
この式は < b^ >=  6= 0である条件、すなわち BECが安定して存在するための条件を与えている。tは
正なので、1サイトあたり整数の粒子数 をもつMott相は  = (   1)U から  = U の範囲で存在す
る。この様子を図 2.11に示す。
Mott 相における zt の最大値 ztmax = 2=min について考察する。min は (2.34) 式の  微分がゼロ
になる条件から求まる。これを計算すれば、min を与える  は  = (   1)U + U
1+
p
1+1=
になる。
よって、
ztmax =
U


1 +
p
1 + 1=
2 (2.36)
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図 2.11 一様系 BH modelにおける Superuid-Mott相図．
である。これらの結果は文献 [7]で初めて得られた。
三次元立方格子 (z = 6)でのモンテカルロ計算では tmax=U = 0:03408 [8]と得られている。これは平均
場での値より 19%大きい。
2.3.2 Bose-Fermi混合系のMott状態
Bose-Fermi混合系は Bose単体系に比べパラメータが多く複雑である。また統計性の違う粒子が混ざ
り合うために、より多彩なふるまいを見せる。そのふるまいについての研究は数多く成されているが、代
表的な文献としては [9{12]がある。一般的に１つのパラメータで相が決定することはないが、ここではそ
の性質を概観するために Bose-Fermi間の相互作用を引力から斥力まで変えることを考える。Bose-Fermi
間の相互作用が強い引力の場合は系が潰れてしまうが、弱い引力の場合は Bosonと Fermionがペアを作
る。斥力の場合は”Superuid相”や”Mott相”が見られ、極端に強い斥力の場合は Bosonと Fermion
が完全に分割される相分離が起こる。ここで、”Superuid相”や”Mott相”にダブルクォーテーション
をつけたのは、その意味が Bose単体系のものとは異なるからである。
混合系における”Mott 相”は大きく分けて２種類存在する。ひとつは Boson、Fermion どちらか一
方が Mott 状態を形成し、もう一方がそれをサポートするような場合である。もうひとつは、Boson と
Fermionの合計の粒子数密度に関してMott状態を形成する場合である。後者の場合は、合計の粒子数密
度がMott状態を保ったまま、その内部で構造をもつことが許される。例えば Bosonと Fermionを同数
もつ系の場合、これらがMott状態の中で交互に並ぶ傾向がある [13]。もちろん、粒子数以外にも多くの
パラメータがあるため、それらに依ってその構造は変わると予想される。このMott内部での構造を内部
構造と呼ぶ。
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2.4 捕捉ポテンシャルの影響
2.4.1 捕捉ポテンシャル下の Bose系
2.1節で紹介したように、冷却原子系の実験では原子を一定空間に捕捉するために、調和振動子型の捕
捉ポテンシャルをかける。このポテンシャルの影響により、系の密度分布は非一様になり、そのMott状
態も影響を受ける。ポテンシャルの影響を考慮した非一様系の BH modelは (2.20)式を
H^ =  t
X
<i;j>
b^yi b^j +
U
2
X
i
n^i(n^i   1)
  
X
i
n^i + Vex
X
i
(i  L=2)2 n^i (2.37)
と書き換えることで得られる。ここで Vex は調和振動子型ポテンシャルの曲率、Lは系のサイズである。
この系の数値解析は文献 [14]で詳しく成されており、Mott相と Superuid相が共存することが知られ
ている。その様子を図 2.12に示す。この図は系の粒子数を変化させたときに空間密度分布がどう変化す
るかを表している。密度分布が整数で平らになっている部分が Mott 領域であり、丸みを帯びた部分が
Superuid領域である。実験においてもこの様子は観測されている [15]。
(2.37)式は見方を変えれば、化学ポテンシャルが  !    Vex (i  L=2)2 と空間依存性をもつように
なったと考えられる。この観点から前節で紹介した一様系のMott相図をみると、tが固定で が空間変
化する非一様系は図 2.13の縦矢印で表現できる。
2.4.2 捕捉ポテンシャル下の Bose-Fermi混合系
調和振動子型捕捉ポテンシャルの影響は Bose-Fermi混合系においても調べられている [16]。Bose系
と同様にMott相と Superuid相が共存することが知られ、さらには共存したMott相の中に 2.3.2節で
紹介した内部構造が存在することも指摘されている [17]。しかし捕捉ポテンシャル下ではMott状態を形
成する空間領域が狭いため、内部構造の確認は難しい。
図 2.12 捕捉ポテンシャル中の密度分布 [14]． 図 2.13 一様系 Superuid-Mott 相図における非
一様系の表現 (縦矢印)．
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2.5 O-diagonal connement(ODC)
捕捉ポテンシャルをかけない一様系の BH modelにおける基底状態の相図は 2.3節で示した。一様系で
の Superuid-Mott転移はエネルギーギャップを伴う量子相転移である。転移におけるエネルギーギャッ
プの存在は、粒子数密度を変化させたときにあらわれる化学ポテンシャル の不連続性により確認でき
る [18]。一方、2.4.1節で述べたように、実験状況を考慮し捕捉ポテンシャルの影響を取り入れた非一様
系の BH modelでは、Superuid相と Mott相が共存するためにエネルギーギャップを伴う純粋な量子
相転移は観測できない (図 2.14)。
そこで Rousseau らによって提案されたのが O-diagonal connement(ODC) である [20]。これは、
従来の調和振動子型ポテンシャルの代わりに、空間的に変化するホッピング係数 t(r)を用いて原子を捕
捉するというアイデアである。具体的には、光学格子による周期ポテンシャルの深さを空間的に変化にさ
せて実現する t(r)を想定している (図 2.15)。以後 ODCとの対比で、従来の調和振動子型ポテンシャル
のことを diagonal connement(DC)と呼ぶ。
ODCを用いた BH modelも非一様系であることに変わりはないが、DCによる非一様系とは違い、エ
ネルギーギャップを伴う量子相転移を観測できる。これは、 が固定で t が空間変化する ODC 系を一
様系の相図の中に表現すると分かりやすい (図 2.16)。この図から分かるように、ODC 系には全空間で
Mott状態を形成できるパラメータ領域が存在するため、先に述べたエネルギーギャップが存在する。
ODCで捕捉された一次元 BH modelの有効ハミルトニアンは
H^ =  
X
<i;j>
tij b^
y
i b^j +
U
2
X
i
n^i(n^i   1) (2.38)
と書ける。ここで tij = t(i + j + 1)(2L   i   j   1)=L2 が ODC の効果を含んでいる。これは系の中
心からの距離の二次で定義されており、系の両端でゼロ、系の中心で最大値 tをとる (t 1;0 = tL 1;L =
0, tL=2 1;L=2 = t)。文献 [20] ではこのハミルトニアンに基づいて量子モンテカルロ計算を行っている。
その結果、エネルギーギャップを伴う量子相転移が存在することや、その相図が得られた (図 2.17, 2.18)。
図 2.14 非一様系における化学ポテンシャル と粒子数 Nb の関係。挿入図は一様系における と粒
子数密度 の関係 [19]．
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図 2.15 空間依存性をもつホッピング係数．
図 2.16 一様系 Superuid-Mott 相図における
ODC系の表現 (横矢印)とDC系の表現 (縦矢印)．
まず、図 2.17 では化学ポテンシャル  と粒子数密度  の関係を一様系 (挿入図)、DC(赤色)、ODC(青
色)でそれぞれ描画している。これから分かるように DCでは の不連続性は見られないが、ODCでは
一様系と同様の不連続性が見られる。これが先に述べたエネルギーギャップの存在を示唆している。次に
図 2.18 は、ODC 系における Superuid-Mott 転移の相図であるが、この概形は一様系のそれと似てい
る。一様系との違いは Superuidと Mottが共存する相が存在する点である。これは空間依存ホッピン
グによる非一様性が顕著にあらわれている領域である。DC系では全空間においてMott状態を形成する
ことができないため、そもそもこのような相図は描けない。
実験に関しては、近年ホログラフィーの原理を用いて任意の形の光学格子を作成できる技術が発達して
きた [21]。また、原子位置の観測はナノスケールで行えるようになった。これら実験の飛躍的進歩から、
空間依存ホッピングを生み出す光学格子の形 (図 2.15)も近い将来、実現可能ではと予想されている。
3章で述べるが、本研究の主たる目的は本節で紹介した ODCを Bose-Fermi混合系に適応することで
ある。
図 2.17 化学ポテンシャル  と粒子数密度  の
関係。一様系 (挿入図)、DC(赤色)、ODC(青色)。
ODC ではサイト数 L = 70、オンサイト相互作用
U = 8、逆温度  = 20。
図 2.18 ODC系における Superuid-Mott相図．
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ここでは、前章の背景をもとに本研究の内容を紹介する。研究手法としては、世界線アルゴリズムによ
る量子モンテカルロ・シミュレーションを用いた。したがって、まずはモンテカルロ・シミュレーション
に関する基礎をまとめる。次に本研究で用いたモデルを紹介し、最後にシミュレーションを用いてどのよ
うな物理量を観測したかを示す。
3.1 モンテカルロ法の原理
カノニカル分布において温度 T ( = 1=kBT )の平衡状態にあるとき、物理量 Aの熱平均値は
hAi = 1
Z
Tr

Ae H

(3.1)
である。分配関数は Z = Tr

e H

で与えられる。
この計算で一般的に困難となるのは、系が取り得るすべての微視的状態の和をとる点である。この和をラ
ンダムサンプリングに置き換え、物理量を評価することを考える。P
allAe
 HP
all e
 H !
P
sampleAe
 HP
sample e
 H (3.2)
サンプリングの方法としては、すべての状態を一様に選び出す単純サンプリング法が第一に考えられる。
しかし、カノニカル分布においては状態の出現確率がそのエネルギーによって大きく異なるため、この方
法は効率が悪い。したがって、通常は重みつきサンプリング法を用いる。これは、系の熱力学的性質を考
慮し、状態のサンプリング確率を Ps = e H=Z にとることである。こうすることで、物理量の平均値に
大きく寄与する状態を効率的にサンプリングできる。
重みつきサンプリング法では、カノニカル分布における状態の出現確率とサンプリング確率を等しくと
るので、物理量の熱平均値は
hAi ! 1PMC
i=1
MCX
i=1
A(i) (3.3)
となる。ここで、
PMC
i=1 は重みつきサンプリングについての和で、A(i)は状態 iにおける物理量 Aの値
である。
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実際のサンプリングでは、n回目のサンプリングでの状態から、ある確率的操作で n+1回目の状態を
生成し、これを繰り返す。この時、n+1回目での状態は n-1回目の状態に依らない。このような状態の連
鎖をマルコフ連鎖という。
マルコフ連鎖に沿って無限回サンプリングを行った際に正しく熱平均値が得られるためには、以下２つの
条件が満たされていれば十分である。
1. エルゴード性：どの状態から出発しても、ある任意の状態へ遷移する確率が有限であること。か
つ、状態の連鎖が周期性をもたない。
2. 詳細釣合：マルコフ連鎖における状態 iから状態 j へ遷移する確率を wi!j と定義する。これを用
いて、先に述べたサンプリング確率 Ps(i) で各状態が出現する母集団を得るには、wi!jPs(j) =
wj!iPs(i)とすることが十分条件である。
つまり、マルコフ連鎖における状態遷移の比が
wi!j
wj!i
=
Ps(i)
Ps(j)
(3.4)
となるようにして、式 (3.3)の物理量を得る方法が、モンテカルロ法である。式 (3.4)の遷移確率のとり
方には任意性が残っているが、これを具体的にどう決めるかを次節でみていく。
3.2 古典モンテカルロ法
考えるすべての状態がハミルトニアンの固有状態であれば、系の熱力学的な状態の出現確率、すなわち
任意の状態 iのサンプリング確率は
Ps(i) =
1
Z
hij e H jii
=
1
Z
e E(i) (3.5)
で与えられる。これは言い換えれば系が古典的であるとも言える。以上の条件下では、式 (3.4)から遷移
確率の比を
wi!j
wj!i
= e fE(i) E(j)g (3.6)
とすればよい。この遷移確率の決め方は何通りもあるが、ここでは代表的な二つの方法を紹介する。ま
ず、熱浴法では状態 iから j への遷移確率を
wi!j =
e E(j)P
j0 e
 E(j0) (3.7)
と定義する。これが式 (3.5)の条件を満たすことは容易に確かめられる。連続自由度をもつ系では、分母
の離散的な和が積分に置き換えられるが、その場合は必ずしも簡単な式では書けないことに留意する。
もう一つの代表的な方法がメトロポリス法である。ここでは状態の遷移においてエネルギーが下がるの
であれば必ず遷移を実行し、そうでなければ eE の確率で遷移を実行する。式で表せば、
wi!j =
(
1 E(j)  E(i) < 0
e fE(j) E(i)g E(j)  E(i) > 0 (3.8)
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となり、これが式 (3.5)の条件を満たすことも容易に確かめられる。
3.3 量子モンテカルロ法
一般的に、量子系のハミルトニアン H^ は、局所的な相互作用を表す局所ハミルトニアン H^j の和
H^ =
P
j H^j で書ける。それぞれの H^j が非可換であるときは、H^ の行列表示のサイズが大きくなり、そ
の対角化は難しい。つまり、量子系をモンテカルロ法で計算する際に困難となる点は、(3.5)式で表され
る状態 iのサンプリング確率
Ps(i) =
1
Z
hij e H^ jii (3.9)
が容易に求まらないことである。
これを可能にしたのは鈴木-トロッター分解 [22]
exp
0@ X
j
H^j
1A = lim
L!1
24Y
j
exp

 
L
H^j
35L (3.10)
である。*2 これを用いて分配関数 Zを書き換えると、
Z =
X
i
hij e H^ jii
= lim
L!1
X
i
hij
24Y
j
e 

L H^j
35L jii (3.11)
と書ける。数値計算を可能にするため、有限の L で近似を行う。つまり、逆温度  を 0 <  <  の範
囲で間隔  = =L に分割する。さらに、分割された指数関数の間に完備関係式 1 =
P
i jii hij を用い
れば、
Z '
X
i1;i2; ;ijL
hi1j e H^1 ji2i hi2j e H^2 ji3i    hiLj e H^j jiL+1i    hijLj e H^j ji1i (3.12)
となり、e H^ を自由度の小さい局所的な演算子 e H^j の積に分解できる。hinj e H^j jimiが計算で
きるように、局所ハミルトニアン H^j をうまく選ぶことができれば、(3.12)式の計算が可能である。
さらに、P (i1;    :ijL)  hi1j e H^1 ji2i    hijLj e H^j ji1iと定義して、(3.12)式を書きなおせば、
Z =
X
filg
P (i1;    :ijL) (3.13)
である。この表式をみると状態 filgが決まれば、その存在確率 P (i1;    ; ijL)が求まるという意味で系
は古典的である。また、もとの量子系での空間次元 dに加え、状態 iにつく添字 (トロッター方向)の分、
考慮すべき次元が (d+1)次元になったといえる。このように d次元の量子系は (d+1)次元の古典系にや
きなおすことができ、前節で紹介した古典モンテカルロ法を適用できる。
*2 鈴木-トロッター分解については付録 Bにまとめた
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図 3.1 チェッカーボード上の世界線。横軸は周期境界条件を課したサイトを表している．
以上の議論の具体例として、(2.19)式の 1次元 Bose Hubbard modelを取り上げる。
H^ =  t
X
i

b^yi b^i+1 + b^
y
i+1b^i

+
U
2
X
i
n^i (n^i   1) (3.14)
この系では、
H^1 =
X
i(odd)
H^i;i+1 (3.15)
H^2 =
X
i(even)
H^i;i+1 (3.16)
として、ハミルトニアンを H^ = H^1 + H^2 に分割することが有効である。ここで、H^i;i+1 はサイト i と
i + 1 に関する生成消滅演算子だけを含む局所ハミルトニアンである。H^ = H^1 + H^2 に対して鈴木-ト
ロッター分解を用いれば、
Z =
X
i1;i2; ;i2L
hi1jU1 ji2i hi2jU2 ji3i    hi2LjU2 ji1i (3.17)
と書ける。ここで、Ui = e H^i と定義した。ここに現れるそれぞれの行列要素は粒子数表示の 2サイ
ト問題 hni; ni+1j e H^i;i+1 jni; ni+1i の積であるので、すぐに計算できる。また、これをグラフィカル
に表したのが図 3.1であり、チェッカーボード型の格子上に粒子の軌跡 (世界線)を描いている。分配関
数 (3.17)式を計算することは、可能な世界線の配置について和をとることと同義である。
3.4 モデル
本研究の目的は 2.5節で紹介した O-diagonal connementを Bose-Fermi混合系に適応し、基底状態
の性質を量子モンテカルロ法により解析することである。とくに Superuid-Mott転移が数あるパラメー
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ターの中でどのように特徴付けられるかを調べる。フェルミオンの負符号問題のために 1次元での計算を
行うが、平均場近似などと違い相互作用に対して大胆な近似をとらない量子モンテカルロ法は、定性的な
結果を得るには十分であると思われる。
ODCによりトラップされた 1次元 Bose Fermi Hubbard modelのハミルトニアンは以下のように書
ける。
H =  
X
i
tbi

b^yi b^i+1 + b^
y
i+1b^i

 
X
i
tfi

f^yi f^i+1 + f^
y
i+1^fi

+
Ubb
2
X
i
n^bi (n^bi   1) + Ubf
X
i
n^bin^fi (3.18)
ODCの効果は空間依存性をもつ hopping係数 tbi、tfi で表される。本研究ではこれらを
tbi = tbi = t
4
L2
(L  i) i (3.19)
と定義した。ここで Lはサイト数である。以後、エネルギー単位として t = 1で系をスケールする。よっ
て、hopping係数は系の両端 i = 0もしくわ i = Lでゼロになり、系の中心 i = L=2で最大値 1をとる。
2.5節でも述べたが、ODC系での利点の一つはパラボリック型ポテンシャル (DC)下での系に比べ、空
間的に広い領域でMott状態がみられることである。さらに、Bose-Fermi混合系のMott相は内部構造
をもつと期待されるが、これを実験で観測する際には、空間的に広いMott状態が有利に働くと予想され
る。また、粒子の統計性の違いや、パラメータが増えたことを反映して新奇な相が見つかる可能性もある。
3.5 観測する物理量
通常、Mott転移を観測する際は流れの相関関数である超流動密度を測定する。しかし本研究の対象は
非一様系であるため、流れの相関などの物理量があまり意味をもたない。そこで、系の”硬さ”を表す局
所圧縮率 i を
i =
@ni
@
(3.20)
定義し、これを用いてMott転移を判別する。これは、化学ポテンシャル の変化に対する粒子数密度の
ゆらぎである。Mott相においてはそれぞれのサイトで相関がなくなり、密度のゆらぎが抑えられる。そ
のため i が小さくなる。これとは逆に Superuid相ではコヒーレントな状態が実現しているため、ゆら
ぎが大きくなり、i も大きくなる。
数値計算においては n^i() = eH n^ie H と虚時間発展することを考慮して、局所圧縮率は、
i =
@ hn^ii
@
=
Z 
0
hD
n^i()N^
E
 
D
n^i()
ED
N^
Ei
(3.21)
と書ける。ここで、N^ =
P
i n^i である。
Bose-Fermi混合系においては BosonのMott相、FermionのMott相、それら混合のMott相の存在
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が予想されるので、 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
bi =
Z 
0
hD
n^bi()N^
E
 
D
n^bi()
ED
N^
Ei
(3.22a)
fi =
Z 
0
hD
n^fi()N^
E
 
D
n^fi()
ED
N^
Ei
(3.22b)
ti =
Z 
0
hD
n^ti()N^
E
 
D
n^ti()
ED
N^
Ei
(3.22c)
とそれぞれ定義し、Mott相を判別する。ここで、あるサイトにおける全粒子数密度を nti = nbi + nfi と
定義し、これに対応する局所圧縮率を ti とした。
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本研究の研究対象である ODC下における一次元 Bose-Fermi Hubbard modelは (3.18)式で書けた。
H =  
X
i
tbi

b^yi b^i+1 + b^
y
i+1b^i

 
X
i
tfi

f^yi f^i+1 + f^
y
i+1^fi

+
Ubb
2
X
i
n^bi (n^bi   1) + Ubf
X
i
n^bin^fi (4.1)
このモデルに対して量子シミュレーションを行い、大きく分けて以下 3つの結果を得た。
1. 相互作用 Ubb、Ubf の変化に対する Superuid-Mott転移のおおまかな相図
2. Mott相における新奇な相の発見
3. Superuid-Mott転移におけるエネルギーギャップの存在
4.1 相互作用に対する相図
ハミルトニアン (4.1)式には操作可能なパラメータが多くある。我々はまず、Boson と Fermionが同
数ある系 (Nb = 15; Nf = 15)において、Bose-Bose間の相互作用 Ubb と Bose-Fermi間の相互作用 Ubf
を変化させたときの相図に着目した。したがって、他のパラメータはサイト数 L = 30、温度 T = 0:05、
に固定してシミュレーションを行った。また、3.4節で述べたように空間依存ホッピングは本研究を通し
て tbi = tbi = t 4L2 (L  i) i , t = 1を用いる。
得られた相図を図 4.1に示す。ピンクのバツ印が Superuid相、青の丸印がMott相である。矢印で挿
入されている図はそれぞれのパラメータにおける空間密度分布と局所圧縮率 ti であるが、これらについ
ては次節で考察する。
2.3.2節で述べたように混合系の Mott相は複数存在するが、ここで言う Mott相とは、全粒子数に関
してのMott相を指している。以後これを混合Mott相と呼ぶ。混合Mott相は、局所圧縮率 ti が全空
間においてゼロであるかどうかを判断基準とした。*1 相図の概形としては一様系のものと変わらず、Ubb、
Ubf が共に大きいところで Mott相が実現している。ODCではなく DC(調和振動子型のポテンシャル)
*1 数値シミューレションにおいては、完全なゼロにならない。
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図 4.1 Superuid-Mott相図と空間密度分布．
を用いた系ではMott相と Superuid相が混在するため、このような相図はそもそも描けない。
4.2 共存Mott相
図 4.1に矢印で挿入されている図はそれぞれのパラメータにおける空間密度分布と局所圧縮率 ti であ
る。これらの図を見ると、どのパラメータにおいても Bosonの粒子数密度が系の中心で支配的であるこ
とが分かるが、これは Bosonと Fermionの統計性の違いが原因である。パウリの原理により Fermionは
1 サイトでの二重占有が許されないが Boson ではそれが許されるため、ODC による捕捉効果が Boson
に対してより効果的に働き、このような結果を引き起こす。これを踏まえて、それぞれのパラメータ領域
の挿入図に関して定性的な考察をしていく。まず、(Ubb = 14 , Ubf = 0:5)は Ubb が非常に大きく、Ubf
が小さい領域である。ここでは Bosonと Fermionが同サイトに入ることでのエネルギー損失が少ないた
め、系が流動的になりMott状態が壊れている。
(Ubb = 8 , Ubf = 4)は、典型的な混合 Mott状態を形成するパラメータ領域である。混合 Mott状態で
は、全粒子数密度は常に整数値で一定に保たれるが、上記の理由から Bosonと Fermionそれぞれの密度
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図 4.2 予想される相図の概形．
は一定にならない。
次に (Ubb = 2 , Ubf = 7)では、同じく統計性の違いにより Bosonが中央に集まる。さらには Ubf が大
きいため、Fermionは系の両端へ完全に追いやられ、相分離が起こる。中央に集まった Bosonは Ubb が
小さいので流動的になりMott状態にはなっていない。一方、Ubb を少し大きくした (Ubb = 3 , Ubf = 7)
では、系の中心付近に集まった Boson単一成分でMott状態になっている。*2 さらに、系全体で見ると
合計の粒子数密度も整数値で一定になっているのがわかる。つまりこのパラメータ領域では、Boson単一
成分のMott状態と混合Mott状態が共存していると言える。*3 さらに、もう少しサイズの大きな系で計
算を行えば、両端に追いやられた Fermionも単一成分で Mott状態を形成すると予想される。このよう
な複数のMott状態の共存は、ODCを用いた Bose-Fermi混合系に特有である。この共存状態を実現す
るパラメータ領域を共存Mott相と呼ぶことにすると、図 4.1において青色の丸印で示した混合Mott相
の中には、これに準ずる共存Mott相が存在し、その相図の概形は図 4.2のようになると予想される。
4.3 化学ポテンシャル
Bose単体系に ODCを用いた先行研究 [20]は 2.5節で紹介した。そして、ODC系の Superuid-Mott
転移においては非一様系にもかかわらず、一様系と同様のエネルギーギャップが見られることを述べた。
Bose-Fermi混合系に ODCを用いた本研究でも同様のエネルギーギャップが見られた。
本研究で用いた数値シミュレーションはカノニカル分布における計算なので、粒子数固定でシミュレー
ションを行い、得られたエネルギーの値を粒子数密度で偏微分して化学ポテンシャルを求める。図 4.3に
示した結果は Ubb = 14 , Ubf = 7、サイト数 L = 30、Bosonと Fermionの粒子数比が Nb : NF = 1 : 1
の結果である。*4 このパラメータでは全粒子数密度  = 1でMott状態を形成することは前節の相図から
分かっていて、その点において化学ポテンシャル  = @E=@が不連続になる。このことから、この系の
*2 グラフには示していないが、この空間領域では bi がゼロになっている。
*3 相分離と混合Mott状態が同時に起こっているとも言える。
*4 ここに現れる化学ポテンシャル は全エネルギー E を全粒子数密度 で偏微分したものと定義しているので、本当の意味で
の化学ポテンシャルではない。
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図 4.3 化学ポテンシャル - 粒子数密度．
Superuid-Mott転移では捕捉ポテンシャルをかけているにもかかわらず、純粋な量子相転移が起きてい
ると言える。2.4節でも述べたが、DC(調和振動子型のポテンシャル)を用いた系では、このような化学
ポテンシャルの不連続性は見られない。
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まとめと今後
通常広く用いられている調和振動子型ポテンシャル (DC) の代わりに、空間依存性をもつホッピング
係数 (ODC) を用いて Bose-Fermi 混合原子気体を捕捉することを考えた。この系における Superuid-
Mott転移の性質を探るために、ODC下での一次元 Bose Fermi Hubbard modelの数値シミュレーショ
ンを行った。その結果、相互作用変化に対する Superuid-Mott転移のおおまかな相図を得た。さらに、
いくつかのパラメータ領域における粒子数密度や局所圧縮率をみることで、他の系ではみることのできな
い新奇な相である共存Mott相の存在を示唆した。
この系には操作可能なパラメータが多くある。実験では、フェッシュバッハ共鳴という現象を用いて原
子間相互作用の値を操作可能であるが、一般に Bosonと Fermionの粒子数比は冷却の際の実験状況に左
右される。そのため、粒子数比や化学ポテンシャルをパラメータとして含んだ相図を描くことができれば
有用であり、これは次の課題である。
ODC の実験的な実現可能性については、近年、ホログラフィーの原理を用いて任意の形の格子が作
成可能だと報告された [21]。また、原子一個レベルのサイズスケール (ナノスケール)での観測も可能に
なっており、これは冷却原子系におけるレーザー技術がナノスケールの物理を操作可能になってきたこと
を意味する。上記のような実験技術の進歩は ODCの実現を予感させる。
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ブロッホ関数とワニエ関数
A.1 ブロッホ関数
光学格子の周期ポテンシャル Vo(r) の中を運動する 1 粒子問題を考える。そのシュレーディンガー方
程式は以下で書ける。 
  ~
2
2m
r2 + Vo(r)

(r) = E(r) (A.1)
nを整数として、格子の並進ベクトルをRn = nxax+nyay +nzaz と定義すれば、Vo(r+Rn) = Vo(r)
を満たす。この周期性を考慮して Vo(r)をフーリエ変換すれば、
Vo(r) =
X
G
VGe
iGr (A.2)
である。ここでG = mxgx +mygy +mzgz は逆格子ベクトルで、ai  gi = 2ij を満たす。
(r)を平面波で展開し、
(r) =
X
k
Cke
ikr (A.3)
と書く。(A.1)式に (A.2)式と (A.3)式を代入し波数空間でシュレーディンガー方程式を書き直せば、
~2k2
2m
  E

Ck +
X
G
VGCk G = 0 (A.4)
この式から、Ck がGだけ異なる係数 Ckd G と結びついていることが分かる。ゆえに、(A.1)式の平面
波展開は
(r) =
X
G
Ck Gei(k G)r (A.5)
と書ける。また、これを少し変形すれば
(r) =
X
k
Ck Ge iGreikr
= uk(r)e
ikr (A.6)
32 付録 A ブロッホ関数とワニエ関数
となり、格子の周期性を持つ関数 uk(r +Rn) = uk(r)と平面波の積で波動関数が書ける。これをブロッ
ホ関数と呼ぶ。ブロッホ関数は格子の並進操作に対して、
(r +Rn) = e
ikRn(r) (A.7)
という性質を持つ。これがブロッホの定理と呼ばれるもので、波数 kが固有状態を指定する量子数である
ことを示している。もう一つ重要な性質として、ブロッホ関数とその固有エネルギーは逆格子ベクトルに
対して、
k+G(r) = k(r) (A.8)
Ek+G(r) = Ek(r) (A.9)
という周期性を持っていることが分かる。つまり、k の値が  G=2 から G=2 の範囲 (第一ブリルアン
ゾーン)の波動関数だけが独立である。
第一ブリルアンゾーン内の分散関係 Ek に注目すれば、これは k に関する多価関数になっている。従っ
て、状態を指定する量子数は kに加えて、バンドのインデックス が必要となる。これをあらわに書けば
k = e
ikruk(r) (A.10)
となる。
A.2 ワニエ関数
前節で紹介したように波数 kとバンドのインデックス で指定されるブロッホ状態 k = eikruk(r)
はシュレーディンガー方程式 (A.1)の固有関数になっている。異なる波数 k で指定されるブロッホ関数
はそれぞれ平面波 eikr の成分をもつので、実空間で広がりをもった関数になっている。よって、これら
を重ね合わせることで実空間において局在した波動関数を新しく作れる。ブリルアンゾーン (BZ)内の k
についてブロッホ関数を重ね合わせ、新しい状態を作ると
w0(r) = A
Z
BZ
k(r)dk (A.11)
と書ける。BZは周期的であるので、すべての BZで w0 は同じものになる。よって、w0(r)は BZの体
積で規格化されるべきであり、規格化定数 A = V=(2)3 と書ける。格子の並進ベクトル Rn の平行移動
を与える位相因子 eikRn を (A.11)式の積分に含ませれば、w0 と直交する他の状態をつくることができ
る。これらの状態は格子点Ri を示す iとバンドインデックス で指定され、
wi(r) =
V
(2)2
Z
BZ
k(r)e
 ikrdk (A.12)
と書ける。wi(r)の組は完全直交関数系になっていて、シュレーディンガー方程式 (A.1)の固有関数で
ある。本文中では低温領域での議論をしているため、最も低いエネルギー準位のみを考えるとし、バンド
のインデックスはあらわに書いていない。
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付録 B
鈴木-トロッター分解
系のハミルトニアン H^ が局所的なハミルトニアン H^j の和で書けるとする。
H^ =
X
j
H^j (B.1)
一般的に、
h
H^i; H^j
i
6= 0と非可換なので、ボルツマン演算子 e H^ は
e H^ = e 
P
j H^j 6=
Y
j
e H^j (B.2)
となり、e H^j の積で書けない。そこで、整数 Lを用いて
exp
0@ X
j
H^j
1A =
24exp
0@ 
L
X
j
H^j
1A35L
=

exp

 
L
H^j

+O(
2
L2
)
L
(B.3)
と表現する。二行目の変形では指数関数のテーラー展開を用いた。この式に対して、整数 Lの極限をと
れば、
exp
0@ X
j
H^j
1A = lim
L!1
24Y
j
exp

 
L
H^j
35L (B.4)
が成り立ち、e H^ を局所ボルツマン演算子 e H^j の積で表現できた。これを鈴木トロッター分解と
呼ぶ。
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